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2026 年 11 月 5 日

上一讲我们建立了力学量算符的数学理论：可观测力学量对应厄米算符，测量可能

值由本征值给出，测量概率由态矢量在本征态上的投影决定。我们还引入了狄拉克符号、

对易子、厄米性以及不确定性关系。这些内容构成量子力学的一般语言。本讲要把这套

语言用到一个具体而重要的问题上：中心力场与氢原子。

中心力场之所以重要，首先是因为它足够对称。势能只依赖于到力心的距离 V =

V (r)，系统在空间转动下具有不变性，因此角动量守恒。正是这种对称性使我们能够把

三维问题分离为径向运动和角向运动。其次，氢原子是量子力学中少数可以严格求解的

真实三维系统之一。它的能级公式、波函数和简并结构不仅解释了原子光谱，而且为理

解元素周期表、化学键和原子物理奠定了基础。

本章我们先介绍动量和角动量的本征函数，然后引入中心力场问题，进而解决氢原

子问题。

1 动量算符及其本征态的归一化

在经典力学中，动量 p = mv。在量子力学中，我们需要找到相应的算符表示。根

据量子力学的基本原理，在坐标表象中，动量算符定义为：

p̂ = −ih̄∇ = −ih̄
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
(1)

这个定义可以通过考虑平面波函数来理解。一个动量为 p 的自由粒子应该用平面

波描述：

ψp(r) = Aeip·r/h̄ (2)

对上述波函数作用 −ih̄∇：

−ih̄∇ψp(r) = −ih̄∇
(
Aeip·r/h̄

)
(3)

= −ih̄
(
ip

h̄

)
Aeip·r/h̄ (4)

= pψp(r) (5)
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因此，−ih̄∇ 确实是动量算符。动量算符的本征方程为：

p̂|p⟩ = p|p⟩ (6)

在坐标表象中，这个方程变为：

−ih̄∇ψp(r) = pψp(r) (7)

这是一个一阶微分方程，其解为：

ψp(r) = Aeip·r/h̄ (8)

1.0.1 本征函数与归一化

1. δ 函数归一化（无限空间）
对于无限空间，动量本征函数不能像束缚态那样归一化为 1，而需要采用 δ 函数归

一化。归一化条件为：

⟨p|p′⟩ = δ(3)(p− p′) (9)

计算内积：

⟨p|p′⟩ =
∫
ψ∗
p(r)ψp′(r)d3r = |A|2

∫
e−ip·r/h̄eip

′·r/h̄d3r = |A|2
∫
ei(p

′−p)·r/h̄d3r (10)

利用傅里叶变换公式： ∫
eik·r∇3r = (2π)3δ(3)(k) (11)

令 k = (p′ − p)/h̄，则：

⟨p|p′⟩ = |A|2(2πh̄)3δ(3)(p′ − p) = |A|2(2πh̄)3δ(3)(p− p′) (12)

与归一化条件 ⟨p|p′⟩ = δ(3)(p− p′) 比较，得：

|A|2(2πh̄)3 = 1 ⇒ A =
1

(2πh̄)3/2
(13)

因此归一化的动量本征函数为：

ψp(r) =
1

(2πh̄)3/2
eip·r/h̄ (14)

2. 箱归一化（有限空间）
有时为了计算方便，我们假设粒子在边长为 L 的立方体中，并施加周期性边界条

件：

ψ(x+ L, y, z) = ψ(x, y, z) ψ(x, y + L, z) = ψ(x, y, z) ψ(x, y, z + L) = ψ(x, y, z) (15)
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对于动量本征函数 ψp(r) = Aeip·r/h̄，周期性边界条件要求：

eipxL/h̄ = 1 ⇒ pxL

h̄
= 2πnx (16)

eipyL/h̄ = 1 ⇒ pyL

h̄
= 2πny (17)

eipzL/h̄ = 1 ⇒ pzL

h̄
= 2πnz (18)

其中 nx, ny, nz ∈ Z。因此动量量子化为：

p =
2πh̄

L
(nx, ny, nz) (19)

归一化条件变为： ∫ L

0

dx

∫ L

0

dy

∫ L

0

dz|ψ(r)|2 = 1 (20)

代入波函数：∫ L

0

dx

∫ L

0

dy

∫ L

0

dz|A|2 = |A|2L3 = 1 ⇒ A =
1

L3/2
(21)

因此箱归一化的动量本征函数为：

ψp(r) =
1

L3/2
eip·r/h̄ (22)

1.1 角动量算符

1.1.1 角动量算符的定义

在经典力学中，角动量定义为 L = r × p。在量子力学中，我们通过对应原理得到

角动量算符：

L̂ = r̂ × p̂ = −ih̄(r ×∇) (23)

直角坐标系中的分量：

利用叉积公式：

r ×∇ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

x y z
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ (24)

展开得：

L̂x = −ih̄
(
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
(25)

L̂y = −ih̄
(
z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)
(26)

L̂z = −ih̄
(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
(27)

3



球坐标系中的推导：球坐标与直角坐标的关系：

x = r sin θ cosϕ (28)

y = r sin θ sinϕ (29)

z = r cos θ (30)

我们需要将角动量算符用球坐标 (r, θ, ϕ) 表示。为此，我们需要直角坐标偏导数与球坐

标偏导数的关系。考虑任意函数 f(x, y, z)，由链式法则：

∂f

∂x
=
∂f

∂r

∂r

∂x
+
∂f

∂θ

∂θ

∂x
+
∂f

∂ϕ

∂ϕ

∂x
(31)

∂f

∂y
=
∂f

∂r

∂r

∂y
+
∂f

∂θ

∂θ

∂y
+
∂f

∂ϕ

∂ϕ

∂y
(32)

∂f

∂z
=
∂f

∂r

∂r

∂z
+
∂f

∂θ

∂θ

∂z
+
∂f

∂ϕ

∂ϕ

∂z
(33)

计算各偏导数：

∂r

∂x
=
x

r
= sin θ cosϕ, ∂r

∂y
=
y

r
= sin θ sinϕ, ∂r

∂z
=
z

r
= cos θ (34)

∂θ

∂x
=

cos θ cosϕ
r

,
∂θ

∂y
=

cos θ sinϕ
r

,
∂θ

∂z
= −sin θ

r
(35)

∂ϕ

∂x
= − sinϕ

r sin θ ,
∂ϕ

∂y
=

cosϕ
r sin θ ,

∂ϕ

∂z
= 0 (36)

代入 L̂z 的表达式：

L̂z = −ih̄
(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
(37)

= −ih̄
[
x

(
∂r

∂y

∂

∂r
+
∂θ

∂y

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂y

∂

∂ϕ

)
− y

(
∂r

∂x

∂

∂r
+
∂θ

∂x

∂

∂θ
+
∂ϕ

∂x

∂

∂ϕ

)]
(38)

代入各项：

x
∂r

∂y
= r sin θ cosϕ · sin θ sinϕ = r sin2 θ cosϕ sinϕ (39)

y
∂r

∂x
= r sin θ sinϕ · sin θ cosϕ = r sin2 θ cosϕ sinϕ (40)

x
∂θ

∂y
= r sin θ cosϕ · cos θ sinϕ

r
= sin θ cos θ cosϕ sinϕ (41)

y
∂θ

∂x
= r sin θ sinϕ · cos θ cosϕ

r
= sin θ cos θ cosϕ sinϕ (42)

x
∂ϕ

∂y
= r sin θ cosϕ · cosϕ

r sin θ = cos2 ϕ (43)

y
∂ϕ

∂x
= r sin θ sinϕ ·

(
− sinϕ
r sin θ

)
= − sin2 ϕ (44)
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因此：

L̂z = −ih̄
[
(r sin2 θ cosϕ sinϕ− r sin2 θ cosϕ sinϕ) ∂

∂r
+ (sin θ cos θ cosϕ sinϕ (45)

− sin θ cos θ cosϕ sinϕ) ∂
∂θ

+ (cos2 ϕ+ sin2 ϕ)
∂

∂ϕ

]
(46)

= −ih̄ ∂
∂ϕ

(47)

类似地，可以推导出：

L̂x = ih̄

(
sinϕ ∂

∂θ
+ cot θ cosϕ ∂

∂ϕ

)
(48)

L̂y = ih̄

(
− cosϕ ∂

∂θ
+ cot θ sinϕ ∂

∂ϕ

)
(49)

角动量平方算符：角动量平方算符定义为：

L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z (50)

经过详细计算（这里略去繁琐的代数运算），可以得到：

L̂2 = −h̄2
[

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
(51)

1.1.2 角动量算符的对易关系

基本对易关系：计算 [L̂x, L̂y]：

L̂xL̂yf = −ih̄
(
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)[
−ih̄

(
z
∂f

∂x
− x

∂f

∂z

)]
(52)

= −h̄2
(
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)(
z
∂f

∂x
− x

∂f

∂z

)
(53)

= −h̄2
[
y
∂

∂z

(
z
∂f

∂x

)
− y

∂

∂z

(
x
∂f

∂z

)
− z

∂

∂y

(
z
∂f

∂x

)
+ z

∂

∂y

(
x
∂f

∂z

)]
(54)

逐项计算：

y
∂

∂z

(
z
∂f

∂x

)
= y

∂f

∂x
+ yz

∂2f

∂z∂x
(55)

y
∂

∂z

(
x
∂f

∂z

)
= yx

∂2f

∂z2
(56)

z
∂

∂y

(
z
∂f

∂x

)
= z2

∂2f

∂y∂x
(57)

z
∂

∂y

(
x
∂f

∂z

)
= zx

∂2f

∂y∂z
(58)

因此：

L̂xL̂yf = −h̄2
[
y
∂f

∂x
+ yz

∂2f

∂z∂x
− yx

∂2f

∂z2
− z2

∂2f

∂y∂x
+ zx

∂2f

∂y∂z

]
(59)
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类似地计算 L̂yL̂xf：

L̂yL̂xf = −ih̄
(
z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)[
−ih̄

(
y
∂f

∂z
− z

∂f

∂y

)]
(60)

= −h̄2
[
z
∂

∂x

(
y
∂f

∂z

)
− z

∂

∂x

(
z
∂f

∂y

)
− x

∂

∂z

(
y
∂f

∂z

)
+ x

∂

∂z

(
z
∂f

∂y

)]
(61)

逐项计算：

z
∂

∂x

(
y
∂f

∂z

)
= zy

∂2f

∂x∂z
(62)

z
∂

∂x

(
z
∂f

∂y

)
= z2

∂2f

∂x∂y
(63)

x
∂

∂z

(
y
∂f

∂z

)
= xy

∂2f

∂z2
(64)

x
∂

∂z

(
z
∂f

∂y

)
= x

∂f

∂y
+ xz

∂2f

∂z∂y
(65)

因此：

L̂yL̂xf = −h̄2
[
zy

∂2f

∂x∂z
− z2

∂2f

∂x∂y
− xy

∂2f

∂z2
+ x

∂f

∂y
+ xz

∂2f

∂z∂y

]
(66)

计算对易子：

[L̂x, L̂y]f = (L̂xL̂y − L̂yL̂x)f (67)

= −h̄2
[
y
∂f

∂x
− x

∂f

∂y
+ yz

∂2f

∂z∂x
− yx

∂2f

∂z2
− z2

∂2f

∂y∂x
+ zx

∂2f

∂y∂z
(68)

− zy
∂2f

∂x∂z
+ z2

∂2f

∂x∂y
+ xy

∂2f

∂z2
− xz

∂2f

∂z∂y

]
(69)

注意到所有二阶偏导数项相互抵消：

yz
∂2f

∂z∂x
− zy

∂2f

∂x∂z
= 0 (70)

− yx
∂2f

∂z2
+ xy

∂2f

∂z2
= 0 (71)

− z2
∂2f

∂y∂x
+ z2

∂2f

∂x∂y
= 0 (72)

zx
∂2f

∂y∂z
− xz

∂2f

∂z∂y
= 0 (73)

只剩下一阶导数项：

[L̂x, L̂y]f = −h̄2
(
y
∂f

∂x
− x

∂f

∂y

)
(74)

= ih̄

[
−ih̄

(
x
∂f

∂y
− y

∂f

∂x

)]
(75)

= ih̄L̂zf (76)
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因此：

[L̂x, L̂y] = ih̄L̂z (77)

类似地可以证明：

[L̂y, L̂z] = ih̄L̂x (78)

[L̂z, L̂x] = ih̄L̂y (79)

角动量平方算符的对易关系：计算 [L̂2, L̂z]：

[L̂2, L̂z] = [L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z, L̂z] (80)

= [L̂2
x, L̂z] + [L̂2

y, L̂z] + [L̂2
z, L̂z] (81)

= L̂x[L̂x, L̂z] + [L̂x, L̂z]L̂x + L̂y[L̂y, L̂z] + [L̂y, L̂z]L̂y + 0 (82)

利用 [L̂x, L̂z] = −ih̄L̂y 和 [L̂y, L̂z] = ih̄L̂x：

[L̂2, L̂z] = L̂x(−ih̄L̂y) + (−ih̄L̂y)L̂x + L̂y(ih̄L̂x) + (ih̄L̂x)L̂y (83)

= −ih̄(L̂xL̂y + L̂yL̂x) + ih̄(L̂yL̂x + L̂xL̂y) = 0 (84)

类似地可以证明 [L̂2, L̂x] = [L̂2, L̂y] = 0。

表 1: 角动量算符的对易关系总结
算符对 对易关系 物理意义

L̂x, L̂y [L̂x, L̂y] = ih̄L̂z 不同方向的角动量不能同时确定

L̂2, L̂z [L̂2, L̂z] = 0 角动量大小和 z 分量可同时确定
L̂i, x̂j [L̂i, x̂j] = ih̄ϵijkx̂k 角动量与位置不对易

L̂i, p̂j [L̂i, p̂j] = ih̄ϵijkp̂k 角动量与动量不对易

1.1.3 角动量算符的本征方程

角动量 z 分量的本征方程：

L̂zY (θ, ϕ) = h̄mY (θ, ϕ) (85)

由于 L̂z = −ih̄ ∂
∂ϕ
，方程变为：

−ih̄∂Y
∂ϕ

= h̄mY (86)

这是一个一阶常微分方程：
∂Y

∂ϕ
= imY (87)

解为：

Y (θ, ϕ) = Θ(θ)eimϕ (88)
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单值性要求：当 ϕ→ ϕ+ 2π 时，波函数应该不变：

eim(ϕ+2π) = eimϕ ⇒ ei2πm = 1 (89)

因此 m 必须是整数：m = 0,±1,±2, . . .

角动量平方的本征方程：

L̂2Y (θ, ϕ) = λh̄2Y (θ, ϕ) (90)

在球坐标中：

−
[

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
Y = λY (91)

分离变量：设 Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ)，代入方程：

− 1

sin θ
d

dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
Φ− 1

sin2 θ
Θ
d2Φ

dϕ2
= λΘΦ (92)

两边乘以 sin2 θ/(ΘΦ)：

−sin θ
Θ

d

dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
− 1

Φ

d2Φ

dϕ2
= λ sin2 θ (93)

整理得：
1

Φ

d2Φ

dϕ2
= −sin θ

Θ

d

dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
− λ sin2 θ (94)

左边只是 ϕ 的函数，右边只是 θ 的函数，因此两边必须等于常数。设这个常数为 −m2：

1

Φ

d2Φ

dϕ2
= −m2 ⇒ d2Φ

dϕ2
+m2Φ = 0 − sin θ

Θ

d

dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
− λ sin2 θ = −m2 (95)

角向部分方程化为：

1

sin θ
d

dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+

(
λ− m2

sin2 θ

)
Θ = 0 (96)

令 x = cos θ，则 d/dθ = − sin θd/dx，方程变为：

d

dx

[
(1− x2)

dΘ

dx

]
+

(
λ− m2

1− x2

)
Θ = 0 (97)

这就是连带勒让德方程。当 λ = l(l + 1)，其中 l = 0, 1, 2, . . .，且 |m| ≤ l 时，方程有物

理解（在 x = ±1 处有限）。解为连带勒让德多项式：

Pm
l (x) = (1− x2)|m|/2 d

|m|

dx|m|Pl(x) (98)

其中 Pl(x) 是勒让德多项式。归一化的球谐函数为：

Y m
l (θ, ϕ) =

√
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)!
P

|m|
l (cos θ)eimϕ (99)

本征值：

L̂2Y m
l = h̄2l(l + 1)Y m

l L̂zY
m
l = h̄mY m

l (100)
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2 中心力场问题

2.1 为什么中心力场可以分离变量

有了动量与角动量的语言，现在可以处理中心力场。考虑质量为 µ 的粒子在中心势

V (r) 中运动，哈密顿算符为

Ĥ =
p̂2

2µ
+ V (r), r = |r|. (101)

在球坐标中，拉普拉斯算符为

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
. (102)

对比角动量平方算符的结果，可以把拉普拉斯算符写成

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− L̂2

h̄2r2
. (103)

因此哈密顿算符分解为

Ĥ = − h̄2

2µr2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

L̂2

2µr2
+ V (r). (104)

这个形式说明：径向部分只含 r，角向部分完全由 L̂2 描述。由于 V (r) 在空间转动下不

变，哈密顿算符与角动量算符对易：

[Ĥ, L̂2] = 0, [Ĥ, L̂z] = 0. (105)

从式 (104) 看，Ĥ 只通过 L̂2 依赖角度，而 [L̂2, L̂2] = 0，[L̂2, L̂z] = 0，所以式 (105) 成
立。根据上一讲关于对易算符的结论，Ĥ、L̂2、L̂z 存在共同本征函数完备系。因此可以

设

ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Y m
l (θ, ϕ), (106)

其中

L̂2Y m
l = h̄2l(l + 1)Y m

l , L̂zY
m
l = h̄mY m

l . (107)

把式 (106) 代入定态薛定谔方程 Ĥψ = Eψ，并利用式 (107)，得到径向方程

− h̄2

2µr2
d
dr

(
r2

dR
dr

)
+

[
h̄2l(l + 1)

2µr2
+ V (r)

]
R = ER. (108)

角向部分已被球谐函数解决，剩下一个一维径向问题。
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2.2 径向方程与有效势

式 (108) 可以进一步化简。令

u(r) = rR(r), (109)

则 R = u/r，
dR
dr =

u′

r
− u

r2
, (110)

并且

r2
dR
dr = ru′ − u. (111)

于是
1

r2
d
dr

(
r2

dR
dr

)
=

1

r2
d
dr (ru

′ − u) =
1

r2
(u′ + ru′′ − u′) =

u′′

r
. (112)

代回式 (108)，两边乘以 r，得到

− h̄2

2µ

d2u

dr2 +

[
V (r) +

h̄2l(l + 1)

2µr2

]
u = Eu. (113)

这个方程与一维薛定谔方程形式完全相同，只是多了一项离心势

Veff(r) = V (r) +
h̄2l(l + 1)

2µr2
. (114)

第二项来源于角动量：当 l ̸= 0 时，粒子具有角向运动，离心效应把它推离原点。因此

即使中心势在原点附近很吸引，角动量不为零的粒子也会感受到一个排斥性势垒。

对于束缚态，波函数必须满足边界条件

u(0) = 0, u(r) → 0 (r → ∞). (115)

第一个条件保证 R = u/r 在原点附近不发散；第二个条件保证波函数可归一化。这两个

边界条件导致能量量子化，与一维束缚态问题完全类似。

3 氢原子

3.1 哈密顿量与约化质量

氢原子由一个质子和一个电子组成。由于质子质量远大于电子质量，通常把质子近

似看成固定力心；更精确地，引入约化质量

µ =
memp

me +mp

. (116)

两体问题化为一个质量为 µ 的粒子在库仑势中的运动。库仑势为

V (r) = − e2

4πϵ0r
. (117)
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氢原子的哈密顿算符为

Ĥ = − h̄2

2µ
∇2 − e2

4πϵ0r
. (118)

定态薛定谔方程为 [
− h̄2

2µ
∇2 − e2

4πϵ0r

]
ψ(r) = Eψ(r). (119)

由于库仑势是中心势，上一节框架完全适用。设

ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Y
m
l (θ, ϕ), (120)

其中 Y m
l 是球谐函数。径向函数 Rnl 满足式 (108)，即

− h̄2

2µr2
d
dr

(
r2

dR
dr

)
+

[
h̄2l(l + 1)

2µr2
− e2

4πϵ0r

]
R = ER. (121)

3.2 无量纲化径向方程

引入玻尔半径

a =
4πϵ0h̄

2

µe2
(122)

和能量尺度

E0 =
h̄2

2µa2
=

µe4

2(4πϵ0)2h̄
2 . (123)

定义无量纲变量

ρ =
r

a
, ε =

E

E0

. (124)

注意
e2

4πϵ0r
=

e2

4πϵ0a

1

ρ
= 2E0

1

ρ
. (125)

把式 (121) 乘以 2µa2/h̄2，得到

1

ρ2
d
dρ

(
ρ2

dR
dρ

)
+

[
ε+

2

ρ
− l(l + 1)

ρ2

]
R = 0. (126)

束缚态对应 ε < 0。

3.3 渐近行为与试探解

先分析两个极限，以猜出解的主要结构。

（1）ρ→ ∞。式 (126) 中 1/ρ 和 1/ρ2 项可忽略，方程近似为

d2R

dρ2 + εR ≈ 0. (127)

令

ε = −κ2, κ > 0, (128)
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则
d2R

dρ2 − κ2R ≈ 0, (129)

解为 e±κρ。可归一化解要求

R(ρ) ∼ e−κρ, ρ→ ∞. (130)

（2）ρ→ 0。离心项 −l(l + 1)/ρ2 主导，方程近似为

1

ρ2
d
dρ

(
ρ2

dR
dρ

)
− l(l + 1)

ρ2
R ≈ 0. (131)

设 R ∼ ρs，代入得

s(s+ 1)− l(l + 1) = 0, (132)

即

(s− l)(s+ l + 1) = 0. (133)

所以 s = l 或 s = −(l + 1)。后者在原点发散，舍去，因此

R(ρ) ∼ ρl, ρ→ 0. (134)

综合式 (130) 和式 (134)，设

R(ρ) = ρle−κρv(ρ). (135)

剩下的 v(ρ) 应在两端增长足够慢。

3.4 合流超几何方程与能级量子化

把式 (135) 代入式 (126)。由

R = ρle−κρv, (136)

得到
R′

R
=
l

ρ
− κ+

v′

v
. (137)

径向方程可写成标准形式

R′′ +
2

ρ
R′ +

[
ε+

2

ρ
− l(l + 1)

ρ2

]
R = 0. (138)

将式 (137) 代入，并利用 ε = −κ2，经过代数化简（(v′/v)2 项消去，1/ρ2 项系数为零），

得到

v′′ +

[
2(l + 1)

ρ
− 2κ

]
v′ +

2[1− κ(l + 1)]

ρ
v = 0. (139)

两边乘以 ρ：

ρv′′ + [2(l + 1)− 2κρ]v′ + 2[1− κ(l + 1)]v = 0. (140)
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令

x = 2κρ, (141)

则
d
dρ = 2κ

d
dx,

d2

dρ2 = 4κ2
d2

dx2 . (142)

代入式 (140)，两边除以 2κ，得到

x
d2v

dx2 + [2(l + 1)− x]
dv
dx +

[
1

κ
− (l + 1)

]
v = 0. (143)

这正是合流超几何方程

x
d2v

dx2 + (γ − x)
dv
dx − αv = 0, (144)

其中

γ = 2(l + 1), α = l + 1− 1

κ
. (145)

其解为合流超几何函数 F (α, γ; x)。一般地，F (α, γ; x) ∼ ex（x→ ∞）。若如此，则

R ∼ ρle−κρe2κρ = ρleκρ, (146)

波函数发散，不能归一化。因此 F 必须截断为多项式，条件是

α = −nr, nr = 0, 1, 2, . . . (147)

其中 nr 称为径向量子数。代入式 (145)：

l + 1− 1

κ
= −nr, (148)

即
1

κ
= nr + l + 1. (149)

定义主量子数

n = nr + l + 1. (150)

则

n = 1, 2, 3, . . . , κ =
1

n
. (151)

由 ε = −κ2，得到
ε = − 1

n2
. (152)

因此氢原子能量本征值为

En = −E0

n2
= − µe4

2(4πϵ0)2h̄
2n2

. (153)

能量只依赖于主量子数 n，不单独依赖于 l 和 m。这种简并来源于库仑势的特殊形式。
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3.5 径向波函数与基态

归一化的氢原子径向波函数为

Rnl(r) =

√(
2

na

)3
(n− l − 1)!

2n[(n+ l)!]
e−r/(na)

(
2r

na

)l

L2l+1
n−l−1

(
2r

na

)
, (154)

其中 Lp
q(x) 是连带拉盖尔多项式。完整波函数为

ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Y
m
l (θ, ϕ). (155)

基态对应 n = 1，l = 0，m = 0。此时

R10(r) =
2

a3/2
e−r/a, Y 0

0 (θ, ϕ) =
1√
4π
. (156)

因此基态波函数为

ψ100(r, θ, ϕ) =
1√
πa3

e−r/a. (157)

基态能量为

E1 = − µe4

2(4πϵ0)2h̄
2 ≈ −13.6 eV. (158)

基态波函数只依赖于 r，球对称，与 l = 0 无离心势、角向分布各向同性一致。

3.6 能级简并度与光谱

由式 (153)，氢原子能量只依赖于 n。对给定 n，

l = 0, 1, 2, . . . , n− 1. (159)

对每个 l，

m = −l,−l + 1, . . . , l, (160)

共有 2l + 1 个取值。因此能级 En 的总简并度（不计自旋）为

n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2. (161)

例如基态 n = 1 非简并；第一激发态 n = 2 有 4 重简并，对应 2s（l = 0）和 2p（l = 1，

m = −1, 0, 1）。

氢原子能级之间的跃迁解释原子光谱。里德伯公式为

1

λ
= R∞

(
1

n2
f

− 1

n2
i

)
, ni > nf , (162)

其中 R∞ 是里德伯常数。氢原子的量子力学解不仅给出正确能级公式，而且通过波函数

的对称性和节点结构解释了光谱选择定则、化学键形成等基本现象。
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4 中心力场方法小结

最后总结中心力场问题的一般方法。对任意中心势 V (r)，定态波函数可写成

ψ(r, θ, ϕ) = Rl(r)Y
m
l (θ, ϕ), (163)

角向部分与具体势能无关，完全由球谐函数描述；径向函数满足

− h̄2

2µ

d2u

dr2 +

[
V (r) +

h̄2l(l + 1)

2µr2

]
u = Eu, u(r) = rR(r), (164)

边界条件为 u(0) = 0，束缚态还要求 u(∞) = 0。离心势对 l ̸= 0 的态起排斥作用，使波

函数在原点附近被压低。能量量子化来自径向边界条件，角动量量子化来自波函数单值

性和角向边界条件。中心力场问题的可分离性，本质上是空间转动对称性和角动量守恒

的体现。

习题

暂略
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