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量子力学的许多基本概念，如状态、算符、对易关系、时间演化等，都与经典力学

中的相空间、泊松括号和正则方程有着深刻的对应关系。为了理解量子力学为何必须诞

生，我们首先简要回顾经典力学中最核心的概念和框架：从最小作用量原理到拉格朗日

方程，再从哈密顿力学的正则方程，到哈密顿-雅克比方程和泊松括号等。

1 经典力学中的状态与相空间

考虑质量为 m 的质点，牛顿第二定律为

m
d2r
dt2 = F(r, ṙ, t). (1)

这是一个关于位置 r(t) 的二阶微分方程。求解它需要两个初始条件：初始位置 r(0) 和
初始速度 ṙ(0)。该方程告诉我们：单独的位置并不能告诉我们关于状态的所有信息，只
有同时知道位置和速度才能确定质点的状态。

引入动量

p = mṙ, (2)

则牛顿方程可写为一阶方程组

dr
dt =

p
m
,

dp
dt = F. (3)

此时，经典力学系统的状态完全由位置和动量 (r, p) 共同确定。
对于 N 个质点组成的系统，共有 3N 个位置坐标，它们张成 3N 维位形空间（无约

束）。但位形空间只描述系统“在哪里”，不包含“将向何处去”的信息。为此，我们引入

由所有位置坐标和动量坐标张成的相空间。相空间中的一个点对应系统的一个状态，随

着时间演化，状态点沿相轨道运动。给定初始状态，相轨道唯一确定。

例 1.1 (一维自由粒子). 自由粒子不受力，F = 0。由牛顿第二定律，加速度为零，于是

速度和动量均为常数

ẋ = v0, p = mv0 = p0.
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位置随时间线性变化：x(t) = x0 + v0t。相空间中的轨道方程为

p = p0, −∞ < x < ∞. (4)

这是一条平行于 x 轴的水平直线（图 1）。不同的初始动量对应不同高度的水平线。动
量不变，位置无限延展——自由运动不改变动量。

x

p

p0

图 1: 一维自由粒子的相轨道。箭头表示状态点随时间移动的方向。

x

p

图 2: 一维谐振子的相轨道（椭圆）。箭头表示顺时针绕行方向。不同能量对应不同大小
的椭圆。

例 1.2 (一维谐振子). 质量为 m，劲度系数为 k 的谐振子，受力 F = −kx。牛顿方程为

ẍ+ ω2x = 0, ω =
√

k/m.

通解：

x(t) = A cos(ωt+ ϕ), p(t) = mẋ = −mωA sin(ωt+ ϕ). (5)

2



能量守恒给出：

E =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 =

1

2
mω2A2.

于是可得到相轨道方程
p2

2mE
+

x2

2E/(mω2)
= 1. (6)

这是一族以原点为中心、半轴分别为
√
2mE 和

√
2E/(mω2) 的椭圆（图 2）。能量越大，

椭圆越大。

2 拉格朗日力学

2.1 广义坐标与拉格朗日量

实际力学系统常常受到约束，例如单摆被限制在圆弧上运动。此时独立坐标数小于

3N。确定系统位形所需的最少独立坐标数目称为自由度。设自由度为 n，则可选取广义

坐标 q1, q2, . . . , qn。

定义拉格朗日量为动能与势能之差：

L(q, q̇, t) = T − V. (7)

系统在固定初末位形之间实际走过的路径，使作用量

S[q(t)] =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t) dt (8)

取极值，这就是最小作用量原理。注意这里的作用量 S[q(t)] 是一个泛函，其变量为函

数，从函数到数的映射。最小作用量原理可表示为，

δS[q(t)] = 0. (9)

2.2 欧拉–拉格朗日方程

对路径作微小变分

qi(t) → qi(t) + δqi(t), (10)

并要求端点固定，即

δqi(t1) = δqi(t2) = 0. (11)

对作用量的变分可以写到定义式的积分号里面，假设 L 不显含 t，于是

δS =

∫ t2

t1

n∑
i=1

[
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

]
dt. (12)

这里的变分是等时变分，即在同一时刻 t 比较两条相邻路径 qi(t) 与 qi(t) + δqi(t)。因此

δq̇i =
d
dt
(
qi + δqi

)
− dqi

dt =
d
dt(δqi). (13)
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所以

δq̇i =
d
dt(δqi). (14)

于是作用量变分写为

δS =

∫ t2

t1

n∑
i=1

[
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i

d
dt(δqi)

]
dt. (15)

对第二项做分部积分：∫ t2

t1

∂L

∂q̇i

d
dt(δqi) dt =

[
∂L

∂q̇i
δqi

]t2
t1

−
∫ t2

t1

d
dt

(
∂L

∂q̇i

)
δqi dt. (16)

由于固定端点条件 δqi(t1) = δqi(t2) = 0，边界项为零。于是

δS =

∫ t2

t1

n∑
i=1

[
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)]
δqi dt. (17)

因为各 δqi 独立且任意，于是括号里各项都应该为 0，即

d
dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0. (18)

这就是欧拉–拉格朗日方程。

例 2.1 (一维谐振子). 取 L = 1
2
mẋ2 − 1

2
kx2，代入得欧拉–拉格朗日方程 mẍ + kx = 0，

与牛顿结果一致，作为习题。

3 哈密顿形式：正则方程

3.1 正则动量与哈密顿量

定义正则动量为1

pi =
∂L

∂q̇i
. (19)

通过勒让德变换构造哈密顿量

H(q, p, t) =
n∑

i=1

piq̇i − L(q, q̇, t), (20)

勒让德变换不仅将 L 变成了哈密顿量 H，还将原来 L 所在的 (q, q̇) 空间变为了相空间

(q, p). 为了看清这一点，我们对哈密顿量取全微分：

dH =
n∑

i=1

[
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi
]
+

∂H

∂t
dt. (21)

1可尝试代入例 2.1观察。
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另一方面，由定义 H =
∑

i piq̇i − L 出发：

dH =
n∑

i=1

[q̇idpi + pidq̇i]− dL. (22)

而拉格朗日量的全微分为

dL =
n∑

i=1

[
∂L

∂qi
dqi +

∂L

∂q̇i
dq̇i
]
+

∂L

∂t
dt. (23)

利用 pi = ∂L/∂q̇i，代入可得

dH =
n∑

i=1

[
q̇idpi −

∂L

∂qi
dqi
]
− ∂L

∂t
dt. (24)

从这里就可以看出，哈密顿量的微分只跟 dq，dp 和时间有关，与速度 dq̇ 无关。
对于常见的定常（不含时）、无耗散系统，哈密顿量 H 等于总能量 T + V。我们可

以展示这一点，将勒让德变换按照正则动量的定义，改为

H =
∑
i

∂L

∂q̇i
q̇i − L (25)

对于不含时无耗散的系统，势能中不显含时间和速度，也就是说，q̇i 只包含在动能项 T

中，于是 (25) 等号右边第一项等于 2T，这是因为∑
i

∂L

∂q̇i
q̇i =

∑
i

∂T

∂q̇i
q̇i = 2T (26)

于是哈密顿量

H = 2T − L = 2T − (T − V ) = T + V. (27)

这就展示了哈密顿量就是能量函数。

3.2 从勒让德变换导出正则方程

将 (24) 与 dH 的一般表达式比较，得到

q̇i =
∂H

∂pi
,

∂H

∂qi
= −∂L

∂qi
,

∂H

∂t
= −∂L

∂t
. (28)

再利用动量的定义

ṗi =
∂L

∂qi
. (29)

于是
∂H

∂qi
= −ṗi. (30)

最终得到哈密顿正则方程

q̇i =
∂H

∂pi
,

ṗi = −∂H

∂qi
.

(31)

这组一阶方程给出了相空间中的速度场。状态点沿由 H 的梯度决定的方向流动。
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例 3.1 (一维谐振子的正则方程). 取哈密顿量

H(x, p) =
p2

2m
+

1

2
mω2x2, ω =

√
k/m.

代入正则方程

ẋ =
∂H

∂p
=

p

m
, ṗ = −∂H

∂x
= −mω2x,

联立可得简谐振动方程

ẍ+ ω2x = 0,

与牛顿力学结果一致。完整求解作为习题。

4 泊松括号

对于任意两个力学量 f(q, p, t) 与 g(q, p, t)，定义泊松括号

{f, g} =
n∑

i=1

[
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

]
. (32)

设 f(q, p, t) 为相空间中的任意力学量。根据多元函数链式法则，其全时间导数为

df
dt =

n∑
i=1

[
∂f

∂qi
q̇i +

∂f

∂pi
ṗi

]
+

∂f

∂t
. (33)

利用哈密顿正则方程

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, (34)

代入上式可得
df
dt =

n∑
i=1

[
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi

]
+

∂f

∂t
. (35)

方括号中的表达式正是泊松括号 {f,H} 的定义，因此任意力学量 f(q, p, t) 的时间演化

可以写为紧凑形式
df
dt = {f,H}+ ∂f

∂t
. (36)

特别地，若 f 不显含时间，则演化完全由与哈密顿量的泊松括号决定：

df
dt = {f,H}. (37)

例 4.1 (一维谐振子的泊松括号). 取哈密顿量

H(x, p) =
p2

2m
+

1

2
mω2x2, ω =

√
k/m.

直接计算泊松括号：

{x,H} =
p

m
,
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{p,H} = −mω2x.

与正则方程

ẋ =
∂H

∂p
=

p

m
, ṗ = −∂H

∂x
= −mω2x

一致。此外

{x, p} = 1.

该结果在量子力学中对应基本对易关系 [x̂, p̂] = ih̄。完整计算和讨论作为习题。

5 哈密顿–雅可比方程
哈密顿正则方程给定了相空间中的一阶微分方程组，它完整描述了经典系统的演

化。但在某些问题中，我们更希望找到一个单一的标量函数，使得系统的全部运动信息

都编码在这个函数的微分方程之中。这类似于几何光学中用一个相位函数来描述波前传

播：波前是等相位面，光线沿波前法线方向前进。在经典力学中，如果存在一个标量函

数 S(q, t)，其等值面在相空间中的移动恰好给出粒子的运动轨迹，那么力学问题就可以

转化为求解关于 S 的偏微分方程。这正是哈密顿–雅可比方程的核心思想，也是经典力
学过渡到量子力学的重要桥梁。

为构造这样的函数，回顾作用量泛函

S[q(t)] =

∫ t

t0

L(q, q̇, t) dt.

现在固定初始时刻 t0 和初始位形 q0，但让末端时刻 t 和末端位形 q 可变。沿着连接 q0

与 q 的真实路径计算作用量，得到末端坐标和时间的函数

S(q, t) ≡
∫ t

t0

L(q, q̇, t) dt. (38)

这个函数称为哈密顿主函数，即从固定起点出发到达不同终点所需的作用量值。

利用逆勒让德变换，将 (38) 中的拉氏量变为哈密顿量，

S(q, t) ≡
∫ t

t0

(
n∑

i=1

piq̇i −H

)
dt. (39)

将考虑末端发生微小变化：位形改变 dqi，时间改变 dt。沿真实路径，作用量的变化可
以写为

dS =
∑
i

pi dqi −H dt. (40)

由上式立即读出

pi =
∂S

∂qi
,

∂S

∂t
= −H. (41)
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将 pi 的表达式代入哈密顿量中，即得

H

(
q1, ..., qn;

∂S

∂q1
, ...,

∂S

∂qn
; t

)
+

∂S

∂t
= 0. (42)

这就是哈密顿–雅可比方程。它是一个关于 S(q, t) 的一阶偏微分方程，其独立变量是 n

个广义坐标 qi 和时间 t。

哈密顿–雅可比方程的解 S(q, t) 是一个标量函数，其梯度给出动量场，p = ∇S. 等
值面 S = 常数 在相空间中沿法线方向推进，法线方向正是粒子实际运动的轨迹方向。

从这个角度看，经典力学与几何光学之间的类比十分清晰：S 相当于光波的相位，粒子

轨迹相当于光线。事实上，薛定谔在建立波动力学时正是从这一类比出发，将经典力学

中的哈密顿–雅可比方程视为某种波动方程的短波极限。因此，哈密顿–雅可比方程常被
视为从经典力学通往量子力学的桥梁。

如果求得了哈密顿–雅可比方程的一个完全解 S(q, t)，则由 pi = ∂S/∂qi 得到动量

场，再解代数方程即可获得相空间轨迹，等价于正则方程的解。对于保守系统，H 不显

含时间，可以分离变量 S(q, t) = W (q)−Et，其中 E 为能量常数，W (q) 满足约化方程

H

(
q,

∂W

∂q

)
= E.

这正是定态哈密顿–雅可比方程。

例 5.1 (一维谐振子的哈密顿–雅可比方程). 取哈密顿量

H(x, p) =
p2

2m
+

1

2
mω2x2.

令 p = ∂S/∂x，代入哈密顿–雅可比方程

H

(
x,

∂S

∂x
, t

)
+

∂S

∂t
= 0,

得到
1

2m

(
∂S

∂x

)2

+
1

2
mω2x2 +

∂S

∂t
= 0.

因 H 不显含时间，令 S(x, t) = W (x)− Et，分离变量得约化方程

1

2m

(
dW
dx

)2

+
1

2
mω2x2 = E.

求解 W (x) 并利用变换方程即可得到谐振子的运动方程，与正则方程结果一致，具体过

程省略。

6 结语

在经典力学中，测量被认为是原则上不扰动系统的理想过程。任何力学量在被测量

之前就具有确定值，坐标和动量可以同时被无限精确地测定。系统演化严格遵守哈密顿

正则方程，给定初始状态，未来和过去唯一确定。这种严格决定论常被称为拉普拉斯妖

式的决定论。
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习题

1. 拉格朗日形式。一维谐振子的拉格朗日量

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2.

由欧拉–拉格朗日方程导出运动方程；求通解 x(t) 和 p(t) = mẋ。

2. 哈密顿形式。一维谐振子的哈密顿量

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2, ω =

√
k/m.

由正则方程导出运动方程；证明相轨道为椭圆

p2

2mE
+

x2

2E/(mω2)
= 1.

3. 泊松括号。对一维谐振子，计算

{x,H}, {p,H}, {x, p}, {x, x}, {p, p}.

并验证前两个结果与正则方程一致。
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